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1. INTRODUCCION

El Célculo Estocdstico es en realidad tnicamente Célculo Integral Estocéastico, por lo menos
en lo que se refiere a la teorfa que quedé practicamente concluida hacia finales de los anos
70’s del siglo pasado y que en lo que sigue denominaré Célculo Estocatico Clasico. Después
esa teoria se fue ampliando y se desarrollé en varias direcciones. Ahora bien, al igual que
ocurrié con el Célculo Diferencial e Integral que conocemos, la teorfa de Integracion Es-
tocdstica se desarrollé para poderla aplicar en la solucién de cierto tipo de problemas de
interés. De manera especifica, el objetivo es poder resolver las llamadas ecuaciones difer-
enciales estocdsticas, las cuales también son en realidad ecuaciones integrales estocésticas.
En el Calculo Estocéstico Clasico no hay derivadas; es decir, no hay un Célculo Diferencial
Estocdstico ya que, en general, se trabaja con funciones que no son diferenciables. A su vez,
el resolver ecuaciones diferenciales estocésticas tiene por objetivo el poder construir procesos
estocdsticos que modelen fenémenos de interés en diversas dreas.

Una ecuacion diferencial estocastica (EDE) es una relacién de la forma:
dXt = /L(Xt, t)dt + O'(Xt, t)th

donde (X;),., es un proceso estocdstico, 1 y o son dos funciones reales definidas en R? y
(W4),», €s un proceso de Wiener. Ecuaciones de este tipo se presentan en una diversidad de
situaciones. La idea general es que si un sistema dindmico es modelado por una ecuacion

diferencial ordinaria % = p(t, X) y dicho sistema es perturbado por la presencia de un

dt

ruido.?leatorio, entonces la modelacién estaria dada por una ecuacién de la forma % =
w(t, X)+o(t,X)&(t), en donde £ representa la perturbacion aleatoria. El ruido £ se modela
usualmente como la "derivada'"de un proceso de Wiener, de manera que la tltima ecuacién

se escribirfa en la forma:
dXt = /L(Xt, t)dt + O'(Xt, t)th
w es llamada el arrastre (drift) y o la volatilidad.

El proceso de Wiener es un modelo matemético desarrollado por Norbert Wiener, entre los
anos entre 1921 y 1923, del movimiento browniano, el cual consiste en el movimiento que
presenta una pequena particula suspendida en un liquido, el cual es debido a los choques
de las moléculas del liquido con la particula. Fue estudiado a fondo por Robert Brown en el



2

ano 1827, de ahi su nombre. La explicacién de este movimiento observado por Brown la dio
Einstein basdndose en la teorfa molecular.

Lo que hizo Wiener fue definir un espacio de probabilidad (€2, S, P) y, para cada t > 0, una
variable aleatoria W; : Q@ — R de tal manera que la familia (W;);>o tenga las propiedades
que se considera tiene un movimiento browniano, las cuales son las siguientes:

1. Las posibles trayectorias t — W; son funciones continuas.

2. E[W;] =0 para toda t.

3. Dados 0 < s < t, W, — W es independiente de la trayectoria seguida hasta el tiempo
s.

4. Dados 0 < s < t, la distribucién de W; — W es una funcién de ¢ — s.

Se puede mostrar que bajo estas condiciones, W, — W tiene distribucién normal con media
cero y varianza t — s.

En el modelo desarrollado por Wiener se puede mostrar que, con probabilidad 1, las funciones
t — W, no son diferenciables; asi que o(Xy,t)dW; no puede entenderse en el sentido usual.
En sentido escrito una EDE es en realidad una ecuacién integral:

Xy = Xo+ [3 11Xy, 8)ds + [ o(X,, s)dW,

Sin embargo, al no ser diferenciables las funciones t — W;, tampoco son de variacién acotada;
de manera que la integral fot o(Xs, s)dWs no puede entenderse en el sentido usual, como una
integral de Stieltjes.

De ahi la importancia del resultado de K. Ito (Stochastic Integral, 1944) al darle un sentido
preciso a una integral de la forma fot ZsdW, para una familia amplia de procesos (Z;)er+-

Para entender y exponer la manera en que Ito le dio sentido a una integral con respecto al
proceso de Wiener es necesario familiarizarse con algunos conceptos, entre ellos los siguientes:

1. El teorema de Radon-Nikodym.

[\

. El concepto de esperanza condicional de una variable aleatoria dada una o—4&lgebra.
3. El concepto de Martingala.

4. Los espacios de Hilbert L2

5. Los diferentes tipos de convergencia de variables aleatorias.

6. Las propiedades del proceso de Wiener.

Son dos las propiedades bésicas del proceso de Wiener que permitieron a Ito definir la integral
estocdstica fOt ZdW,.

1. El proceso de Wiener (W,),;cr+ es una martingala.
2. El proceso (W2 —t),.p+ €s una martingala.
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La integral de Ito se define primero para una familia de procesos simples y después se extiende
a otro tipo de procesos tomando limites:

Se comienza con procesos de la forma H;(w) = I(q4xr(t,w), para los cuales se define:
[ HdW, = (W, — W,y

f(f HydW, = [ Hglpy(s)dW, para cualquier ¢t € RT

De manera que se tiene:

0 sit<a
fotHdesZ Wy —=W)lp sia<t<b
(Wy —Wo)lp sit>b

Definiendo, para cada t € RT, N; = fot H,dW,, se tienen las siguientes propiedades:

1. (Ni)ier+ es una martingala continua nula en cero.

2. (Nt2 — f(f H 3ds> , esuna martingala continua nula en cero.
teR
El siguiente paso consiste en definir la integral para un proceso del tipo Z;(w) = Y-, e H® (w),

donde ¢y, co, . .., ¢,y son constantes y, para cada k € {1,2,...,n}, Ht(k) (W) = Ty pp]xF (t, W)
Para un proceso de este tipo se define:

I3 Zdw, =0 e fo HPaw,

Aqui se requiere verificar que esta definicién no depende de la representacién particular de Z
como una suma de la forma ZZ”:l e H®) . Una vez verificado esto, definiendo N; = fot ZdW,
se tienen las siguientes propiedades:

1. (N¢)ier+ es una martingala continua nula en cero.

t . .
2. (Nt2 -/, Zfdv) es una martingala continua nula en cero.
teR*

. t . .
En particular, como el proceso (Nf -/, ngs> es una martingala nula en cero, se tiene,
teR+

para cada t € R™:
E[N2 =E [ IS Zfds}

Esto define una isometria entre dos espacios L2, la cual permite extender la integral estocés-
tica a todos los procesos que se puedan generar mediante procesos del tipo de los procesos
(Z;)icr+ definidos arriba. La integral estocdstica queda asi definida para una familia bas-
tante amplia de procesos, la cual incluye a todos los procesos continuos (Z;);cg+ tales que

E [f(f Zfds} < oo para toda t € R,
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En lo que sigue asumimos que tenemos definido un espacio de probabilidad completo (€2, F, P).
Que sea completo significa que F contiene a todos los subconjuntos de los conjuntos de pro-
babilidad cero.

2. TEOREMA DE RADON-NIKODYM

Definicién 1. Sean p y v dos medidas definidas sobre el mismo espacio de medida. Se dice
que v es absolutamente continua con respecto a i, lo cual serd denotado por v < u, st
v(E) =0 para cualquier conjunto medible E tal que u(E) = 0.

Teorema 1 (Radon-Nikodym). Supongamos que p es finita y que v es absolutamente
continua con respecto a i, entonces existe una funcion medible no negativa f tal que v(E) =
S r fdu para cualquier conjunto medible E.

3. ESPERANZA CONDICIONAL

El concepto de Esperanza Condicional es bésico en la Teoria de la Probabilidad Moderna.
Su definicién fue formulada por Kolmogorov en su libro de 1933 (Foundations of the Theory
of Probability), en el cual establecié la formulacién de la Teoria de la Probabilidad que
prevalece hasta nuestros dias. La definicién general de la esperanza condicional estd basada
en el teorema de Radon Nikodym, publicado en el ano 1930. Ese teorema fue la conclusion
de la investigacion que inicié Lebesgue acerca de la condicién para que una funcién sea una
integral indefinida, la cual consiste en que esa funcién tiene que ser absolutamente continua.
Radon continué esa investigacién y establecié el ahora llamado teorema de Radon-Nikodym
para el caso de medidas en R". El resultado de Nikodym fue mucho més general ya que lo
formul6 habiéndose desarrollado ya una teorfa general de la medida. Unicamente pasaron 3
anos para que Kolmogorov hiciera ver la importancia del resultado de Nikodym en la teoria
de la probabilidad.

Ahora el concepto de esperanza condicional es una de las principales bases para el estudio e
incluso la definicién misma de los procesos estocdsticos, ya que precisamente se constituyé
en la herramienta central para tratar con variables aleatorias dependientes.

Sea X una variable aleatoria de esperanza finita. Como primer paso para la definicién de la
esperanza condicional, queremos definir la esperanza condicional de X dada la ocurrencia
de un evento A de probabilidad positiva. Para esto observemos que la funciéon P, : F — R
definida por P4(B) = P(B | A) es una medida de probabilidad, lo cual motiva la siguiente
definicién:

Definicién 2. Sea A un evento de probabilidad positiva y X una variable aleatoria de es-
peranza finita. Se define la esperanza condicional de X dada la ocurrencia del evento A,
E[X | A], mediante la relacion E [X | A] = [, XdPj.

Obsérvese que [, XdPy = ﬁ [, XdP, de manera que E [X | A] puede interpretarse como
el promedio de los valores de X en el conjunto A.
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Con esta definicién, E[X | A] tiene como valor un nimero real; es simplemente una ex-
tensién natural de la probabilidad condicional. El concepto que queremos definir es mucho
més general; podriamos continuar con una definicién de F [X | Y] donde Y es una variable
aleatoria. Esto ya tiene su dificultad para el caso de una variable aleatoria continua ya que,
en ese caso, tendriamos P [Y = y| = 0 para cualquier y € R, de manera que no podriamos
utilizar la definicién de probabilidad condicional para definir £ [X | Y = y|. Vamos a pro-
ceder extendiendo la definicién anterior al caso de una familia finita de eventos mutuamente
excluyentes y de probabilidad positiva (esto equivale a definir F'[X | Y] para el caso en que
Y es una variable aleatoria discreta cuyo conjunto de posibles valores es finito). Veremos
entonces que la esperanza condicional queda caracterizada por determinadas propiedades,
las cuales permitirdn definir el concepto general.

Proposicion 1. Sea X una variable aleatoria de esperanza finita y Ay, As, ..., A, eventos
de probabilidad positiva, mutuamente excluyentes y tales que J;_, Ax = . Definamos la
funcion Z : Q — R mediante la relacion Z(w) = FE [X | Ax] siw € Ag. Entonces,

1. Z es una variable aleatoria medible con respecto a la o-dlgebra generada por los
eventos A1, As, ..., A,.

2. Z tiene esperanza finita.

3. [5 ZdP = [, XdP para cualquier evento B € 0(Ay, As, ..., Ay)

4. Z es la unica variable aleatoria con las propiedades i, it y iit.

El teorema de Radon-Nikodym permite extender la idea anterior, mediante el siguiente re-
sultado:

Teorema 2. Sea X una variable aleatoria de esperanza finita y G una sub o-dlgebra de F,
existe entonces una variable aleatoria Z, medible con respecto a G, de esperanza finita y
tal que fB ZdP = fB XdP para cualquier conjunto B € G. Ademds, si Y es otra variable
aleatoria con las mismas propiedades que Z, entonces Y = Z c.s.

Definicién 3. Sea X es una variable aleatoria de esperanza finita y G una sub o-dlgebra
de F. Se dice que Z es una version de la esperanza condicional de X con respecto a
G y se escribe E[X | G| = Z c.s. si Z una variable aleatoria medible con respecto a G, de
esperanza finita y tal que [ p LdP = / 5 XdP para cualquier evento B € G.

La siguiente proposicién muestra que la esperanza condicional tiene propiedades similares
a las de la esperanza no condicional. Se muestra también que tiene las propiedades que
podrian esperarse con una buena definicién, por corresponder a la idea intuitiva del concepto.
Finalmente, se muestran otras propiedades especificas de la esperanza condicional, las cuales
no resultan evidentes a partir de la idea intuitiva.

Proposicion 2. Sean X y Y dos variables aleatorias de esperanza finita, G y H dos subo -
dlgebras de F y ¢ una constante. Se tienen entonces las siguientes propiedades:

1. Elc|G]=c.

2. E[eX |Gl =cE[X |d].

3. EIX+Y |G|=FE[X |G|+ E[Y|d].

4. Si X es G-medible, entonces E[X | G] = X.



- E[E[X | G]] = E[X].

. SiG CH, entonces E|[E[X |H]|G]=E[X |
. Si X es independiente de G, entonces E'[X | G
.81 X <Y, entonces E[X |G] < E[Y | G].

EIX TG < EX |G).

gl.
| =E[X].

© 00 ~J O Ot

Si X es una variable aleatoria de esperanza finita, definida sobre un espacio de probabilidad
(Q,F,P) y G es otra o—élgebra contenida en F, la esperanza condicional £ [X | G| puede
pensarse como una nueva variable aleatoria Y, definida sobre el espacio de probabilidad
(2, G, P) la cual, sobre G se comporta como la variable aleatoria inicial X. En otras palabras,
E [X | G] es una especie de proyeccién de X (que es F—medible) sobre la c—élgebra G. Seria
algo asi como una respuesta a la siguiente pregunta: Dada una variable aleatoria X, definida
sobre (2, F, P), jqué variable aleatoria G—medible se comporta como X, restringiéndonos
a la o—élgebra F?

4. MARTINGALAS

Para cada t > 0 consideremos una o-dlgebra ; C S, la cual representa la historia hasta el
tiempo t, de tal manera que 3 C S para s < t. A una familia (3;);>0 de este tipo se le
llama una filtracién.

Se dice que un proceso estocdstico (X;);>o estd adaptado a la filtracién (S3¢):> si, para
cada t > 0, la funcién X; : Q2 — R es &;—medible.

Se dice que un proceso (M;):>o es una martingala si se satisfacen las siguientes tres
propiedades:

1. El proceso (M;);>o estéd adaptado a la filtracion (3y);>o.
2. Para cada t > 0, M; es una variable aleatoria de esperanza finita.
3. Dados s < t, se tiene F [M; | S| = M.

Se dice que un proceso (M;);>o es una martingala local si existe una sucesién no decreciente
de tiempos aleatorios (7},),,. tales que:

1. limyn00 T}, = 00
2. El proceso (M;");s0, definido por:

M, sit<T,
Tn_ t n
Mt _{ MTn SltZTn

es una martingala.



5. Espacios L?

Denotaremos por £2? al conjunto de variables aleatorias X tales que fﬂ X2%dP < 0.

El conjunto de clases de equivalencia en las cuales queda partido £2, mediante la relacién de
equivalencia definida por la igualdad casi en todas partes, seré denotado por L2.

Cada elemento de L es un conjunto de variables aleatorias con la propiedad de que cualquier
par de ellas son iguales casi en todas partes.

Si X € L?, definimos ||X||, = ([, X2dP)%.

Vamos a enunciar, sin demostracién, las propiedades que tienen los espacios L?.
Proposicién 3. L? es un espacio vectorial sobre R.

Teorema 3 (Desigualdad de Minkowski). Sean X,Y € L?, entonces:

X+ Y, < 11Xl + 1Yl

Corolario 1. La funcion ||||,, definida sobre L?, es una norma.

Teorema 4. L?, con la norma ||||, es un espacio normado completo; es decir, cualquier
sucesion de Cauchy en L? es convergente.

Si X,Y € L?, definimos (X,Y) = [, XYdP

Proposicién 4. La funcion (X,Y) — (XY, definida sobre L?>x L? es un producto interior;
es decir, satisface las siguientes propiedades:

(aX +BY,Z) = a(X,Z)+ (Y, Z) para cualesquiera a, 3 € Ry X,Y,Z € L.

(X, X) > 0 para cualquier X € L.

(X,X)=0siysolosi X =0.

Obviamente se tiene || X Hg = (X, X); de manera que, siendo completo, L? es un espacio de
Hilbert.

Lema 1. Toda funcion simple ¢ pertenece a L.

El siguiente resultado se utiliza para definir la integral estocéstica.

Teorema 5. El conjunto de las funciones simples es denso en L?.

Demostraciéon

Sea X € LP y (¢,)nen ¥ (¥,),en dos sucesiones no decrecientes de funciones simples no
negativas tales que lim, .. ¢, (W)w = X* () y lim,.o ), (w) = X~ (w) para cualquier
we N Sea A ={we:|X (w)] <oo}. Entonces, para cualquier n € N, ¢, 14 y 1,14 siguen
siendo simples.
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Para cualquier n € N se tiene ¢, [4 < XT y ¢, Ix < X, asfi que ¢, I € LP y ¢, I4 € LP.
Por lo tanto, ¢, 14 y 9,14 son nulas fuera de un conjunto de medida finita.

Ademas, como P (A°) =0, lim,, oo 0, la = X y lim,,.0 ¥, [4 = X~ casi en todas partes.
Para cada n € N definamos s,, = ¢, [4 — 9,1 4. Entonces:

lim,, .00 S, = X7 — X~ = [ casi en todas partes. Asi que:

l{im,, .00 | X — 5,|” = 0 casi en todas partes.

Ademés:

|0 = |opla — 14l < 0, + 1, = |[X]

Asi que:

X — sal” <20 (IXP + [sn]”) < 2717

Por lo tanto, aplicando el teorema de la convergencia dominada, se tiene:

lim,,. o fF | X — s,|"dp = 0.

Asi que la sucesién (s,), .y converge a X en LP.

6. CONVERGENCIA DE VARIABLES ALEATORIAS

Sea (X,,),>1 una sucesién de variables aleatorias.

1. Se dice la la sucesién X,, converge en probabilidad si existe una variable aleatoria
X tal que lim,, o, P [|X,, — X| > ¢] = 0 para cualquier £ > 0. En ese caso se escribe
1M, —oo(P) X, = X, 0 bien X,, > X.

2. Se dice la la sucesiéon X,, converge con probabilidad 1, o casi seguramente, si
existe una variable aleatoria X y A € S tales que P(A) = 1y lim,, 0 X, (w) = X (w)
para cualquier w € A. En ese caso se escribe X,, = X

3. Si las variables aleatorias X,, tienen esperanza y varianza finitas, se dice la la sucesion
X,, converge en L?, o en media cuadrética, si existe una variable aleatoria X, de
esperanza y varianza finitas, tal que lim,, o, [(Xn - X )2} =0.

Un resultado importante es el siguiente:

Proposicion 5. Sea X,, una sucesion de variables aleatorias que converge a la variable
aleatoria X con probabilidad 1 o en media cuadrdtica, entonces X,, converge a X en proba-
bilidad.



7. PROPIEDADES DEL PROCESO DE WIENER

Proposicién 6. Si (W;);cr+ €s un proceso de Wiener, entonces los procesos (Wy)ier+ Y
(W2 —t),cr+ son martingalas.

Demostracién

Para s < t, se tiene:

EW, =W, |Ss]=E[W, — W4 =0

EW2=WZ|S]=E[W, = W)*|S] = E[(Wi = W)’ =t —s
Asique, E[W; | S, =W,y E[W2—1t|S,] = W2 —s.

Teorema 6. H]lgl'Hm Sy (W, — Wtk71)2 =b—a en L?
—0

donde P={a =1ty <t; <---<t,=0b} es una particion del intervalo |a, b)].
Demostracién

Recuérdese que si X es una variable aleatoria con distribucién normal de esperanza 0 y
varianza o2, entonces F [X?"] =1-3-5---(2m — 1)0®™ para cualquier m € N.

Sea Ay = (W, — Wtk—1)2 . Se tiene entonces,
E[A] =t —ty
2 2 1 2
VAL = B [(A] = (BIAD) = B (Wi, = Wi, )] = (8 — tea)
=3t —te1)” — (b — tee1)” = 2 (b — ten)”
Por lo tanto,
[ n 2 n n
B _Zk:l (Wtk - Wtkfl) ] = ER i Akl =2 (e —tea) =b—a

Ademids, como Aq, As, ..., A, son variables aleatorias independientes,

B (S 0 = W) = 0= )| = VIS, Al = T VI

=230 (te = taa)” S 2|1P| 25 (e — teer) = 2(0 — @) |||

Por lo tanto,

lim E {(Z}Zzl (Wy, = W ) = (b— a)ﬂ —0

1P]—0
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Al limite Hhﬁn Y ores (VVtk I/Vtk_l)2 se le llama la variacién cuadratica de (W;) en el
P||—0

intervalo [a, b].

Corolario 2. Las trayectorias del proceso de Wiener no son de variacion acotada.

El hecho de que las trayectorias del proceso de Wiener no sean de variacién acotada se refleja

en problemas del siguiente tipo:

Proposicion.

L dim (P) 320 Wy, [We, — We | = W7 — 5t

[P[—0

2. lim (P)Y0, Wi, [Wiy — Wiy ] = 1W2 + 1t

[1P[l—0

donde P ={0 =1ty <t; <--- <t, =t} es una particién del intervalo [0, ¢].

Demostraciéon

ZZzl Wtk—l [M/tk - Wtk—J Zk 1 [Wtk 1Wtk - VVtk 1]

_ZZZ]_ 2V[/tlcflV[/tk Zk 1 tk 1 Zk 1 tk 1]

D=

:% _ZZ:I 2Wtk—1Wtk Zk 1 tk 1 Zk 1 + Wt2i|

[ n 2 n 2
= % _Wt2 - Zk:l (Wtk - VVtk—l) } = 1W2 5 Zk:l (VVtk - Wtk—l)
Por lo tanto,

HPH 0( )Zk 1Wtk 1 [VVtk Wtk—J

n 2
= %WE ) hm ( )Zk:l (I/Vtk - Wtkﬂ) - %WE - %t

22:1 Wtk [Wtk - Wtk—1:| Zk: 1 [ t WtkWtk—1]
= % [_ ZZ:l 2Wtk71Wtk + ZZ:I Wti + ZZ:l Wti]

%|: Zk 12Wtk 1Wtk+2k1 +Zk1 tk 1+W2]

n 2 n 2
LW+ S (W = Wal)?) = AW LS (W — W)
Por lo tanto,

HPH 0( )Zk 1Wtk [Wtk Wtk—1j|

n 2
=iW2+1 lim (P)Yp_, (Wy, =Wy, ) =sW2+ 1t

2P =0
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Como puede verse, los dos limites de la proposicién anterior son distintos por el hecho de
que la variacién cuadrética de (W;) es distinta de cero.

8. LA 0-ALGEBRA PREVISIBLE

Asumimos que tenemos una filtracién {3, : ¢ € R*}. Cuando se diga que un proceso (X;), g+

0 (Xt), g+, estd adaptado se asume que lo estd a la filtracién {S, : t € R}.

Si (X¢)ier+ €s un proceso estocdstico, denotaremos por X a la funcién X : Rt x Q — R
definida por X (¢,w) = X;(w). Inversamente, si X : RT x ) — R es una funcién tal que, para
cada t € R la funcién w — X (¢,w) es una variable aleatoria, denotaremos por (X;);cg+ al
proceso estocéstico formado por las variables aleatorias X; : Q@ — R, definidas por X; (w) =
X (t,w). Si C' es un subconjunto de RT x Q y t € R*, denotaremos por C; a la funcién
w — Ic (t,w), definida sobre €.

Definicién 4. Sia,b € RU {0} y a < b, definamos (a,b| de la siguiente manera:
| (a,b] sibeRT
(a,b|—{ (a,b) sib=o0

Definicién 5. Entenderemos por un rectangulo de R x Q un conjunto de la forma (s,t| x F
6 {0} x F, donde s,t € @Jr, s <tyF €. Diremos que el rectangulo (s,t| x F (resp.
{0} x F') estd adaptado a la filtracion {%t it e RJF} si F' e S (resp. F € ). Denotaremos
por R a la familia de rectdngulos adaptados y por A a la familia de conjuntos de la forma

U?Zl E; donden € N y Ey, ..., E, son rectingulos en R, ajenos por parejas.
Se tiene:

)0eR

ii) Si Ey, B2 € R, entonces E1 N Ey € R.

iii) Si F € R, entonces E° € A.

Por lo tanto, R es un 7w-sistema y A es un dlgebra de subcontuntos de Rt x .

Obsérvese que si F € R, entonces el proceso (X,),cr+ definido por X,(w) = Ig (u,w) es
continuo por la izquierda y estd adaptado.

Definicién 6. La o-dlgebra de subconjuntos de RT x Q generada por R es llamada la o-
dlgebra previsible y la denotaremos por P. Diremos que un proceso estocdstico (X)iecr+ €s
previsible si la funcion X : RT x Q — R, definida por X (t,w) = X, (w), es P-medible.

Definicién 7. Diremos que una funcién Z : RT x Q — R es elemental si tiene la forma
Z =3 bplg,, donde by, ..., by, son nimeros reales y E, ..., E, son elementos de R. En
ese caso, el proceso (Z,)uer+ definido por Z,(w) = Z(u,w) también serd llamado elemental.
El conjunto de procesos elementales serd denotado por E.
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Obviamente, todo proceso elemental es P-medible.

Como R es un 7w-sistema, el producto de dos funciones elementales es una funcién elemental.
En particular, como Ijg sjxq = I{oyxa+ L(0,5x €s elemental para cualquier ¢ € R*, si Z es una
funcién elemental y ¢t € R", entonces la funcién Z1 0,4xQ, la cual denotaremos simplemente
por Z1Ijp,, es una funcién elemental.

También I, es una funcién elemental para cualquier A € A.

Obviamente, el conjunto de funciones elementales es cerrada bajo sumas y multiplicacién
por un nidmero real, as{ que forma un espacio vectorial.

Si Z = Y -, belp, es una funcién elemental y {di,...,d,} es el conjunto formado por
todos los distintos posibles valores no nulos de Z, definamos, para k € {1,...,n}, Dy =
{(t,w) e RT" x Q: Z(t,w) = di}, entonces los conjuntos Dy, ..., D, son ajenos por parejas
y Z =Y _, diIp,. Esta tltima expresion serd llamada la representacién canénica de Z.
Ademas, para cada k € {1,2,...,n}, Dy € A. En efecto:

Denotemos por I' a la familia de subconjuntos no vacios de {1,2,...,m}. Para cada U € T,
sea BV = Ny Gk, donde Gy, = Ey sik € Uy Gy, = Ef si k ¢ U. Obviamente, si U y V
son dos conjuntos distintos que pertenecen a I', entonces £ N EY) = (.

Sea I" la familia de conjuntos U en I' para los cuales E(V) # (). Entonces, | J (Uerr} EW) =
Ui, Ek, asf que, si, para cada U € I, definimos SV) = Z{keU} by, entonces:

Z = Z{UGF’} SO Igw)

Como los conjuntos de la familia {E(U) Uel” } son ajenos por parejas, se tiene entonces,
para cada k € {1,2,...,n}:

Dy, = U{UGF’:S(U):dk} EW)

Finalmente, por las propiedades de R demostradas antes, si U € I", entonces DY) es una
union finita de elementos de R, ajenos por parejas. Por lo tanto, paracada k € {1,2,...,n},
D, € A.

Una funcién elemental Z tiene también las siguientes representaciones:

1) Z =%, cklc,, donde ¢4, ..., ¢, son nimeros reales y Cf,...,C, son elementos de R
ajenos por parejas. En este caso, los coeficientes ¢y, ..., ¢, no necesariamente son distintos
entre si.

En efecto, si Z es una funcién elemental y Z = > | diIp,, es la representacién canénica
de Z, entonces, para cada k € {1,2,...,m}, Dy = U:flEﬁk), donde los conjuntos EW
(r€{1,2,...,my}) pertenecen a R y son ajenos por parejas. Asi que:

Z = Z?:l dk‘ Z:‘Zfl E,gk) = Z;‘n:l Z:q:kl dk[E,(«k)
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2) 7 = aOI{O}XGO+ZZ:1 el 110 xGr 1L (4 441 Gt » dOnde ag, ay, . . ., @pyq SON NUMeEros
reales, to,t1,...,t, ERT y 0 =ty <t; <ty--- <t, <ty =00, Gy € Fyy, para cada
ke{l,2,...,n+1}, Gy € F;,_,. En este caso alguno(s) de los coeficientes ag, ay, ..., pi1

pueden ser iguales a cero.

En efecto, si Z = Z;”:l ¢jlc; es una funcién elemental, donde ¢y, .. ., ¢;, son nimeros reales

y Ci,...,Cp son elementos de R ajenos por parejas, entonces, cada conjunto Cj, con j €
. o ¢ Cx

{1,2,...,m}, tiene la forma (u;,v;| X F}, con F; € Ss;, 6 {0} x F}, con F; € Sy.

Si ninguno de los conjuntos C1, . . ., Cy, tiene la forma {0} x F', con F' € Sy, definamos ag = 0
y Gp = §2; en otro caso definamos:

Go=Ugepa,..myc=oyxry £i ¥ 0= 2ieqio,.myc,=(oy <3} €i

Si ninguno de los conjuntos Ci,...,C,, tiene la forma (u,v| x F, con F € s, definamos
to=0,t; =00, a3 =0y G = (). Entonces:

Z = aOI{O}XGO + all(to,tl)XGl

En otro caso, definamos:

B = U{je{1,2,...,m}:oj=(uj,uj|ij} {u;,v;} U{0, 00}

Sean tg,t1,ts,...,t,, t,r1 los elementos de B, ordenados del menor al mayor.

Sea k € {1,2,...,n+1} y j € {1,2,...,m} tal que C; = (u;,v;| x Fj, con F; € J,.
Entonces, como u; y v; pertenecen a B y t;_i,t, son elementos consecutivos de B, si

(tk—1, te|N(uj, v;| # 0, niu; niv; pertenecen al intervalo (t,_1, ), asi que u; < tp_1 < tj, < v;;
por lo tanto, (tx_1,tk| C (uj, vjl.

Para cada k € {1,2,...,n+ 1}, definamos:
Gk = U{je{l,?,...,m}:cj':(uj',’Uj|><Fj y (tk_l,tk‘C(Ujv'Uj'} F7

U = D (12, mim}:Cy=(uy g X Fy ¥ (b1t (a1} €

Entonces, G, € Fj, _, y se tiene:

Z - a/O-[{O}XG() + ZZ:1 akl(tk_l,tk]XGk + an-‘rl[(tn,tn+1)><Gn+1

Proposicién 7. Si (X;)cr+ es un proceso previsible no negativo y (Ay)icr+ €S un proceso
no decreciente, entonces, para cualquier t € RT, f(f X dA, es S-medible.

Si 11 es una medida definida sobre P, denotaremos por L% (i) al espacio L? (RT x Q, P, ).

Lema 2. Supongamos que i1 es una medida finita definida sobre P. Entonces, para cualquier
E € P, Ig es limite en L% (u) de elementos en E.

Corolario 3. Supongamos que p es una medida finita definida sobre P. Entonces, cualquier
funcion simple P-medible es limite en L% (1) de elementos en E.

Proposicion 8. Sea p una medida definida sobre P. Entonces, para cualquier funcion f €
2 . ., . ., .
L% (1), existe una sucesion (fy),cy de funciones en € y una sucesion no decreciente (Ay,),, oy
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de conjuntos A, € P, de medida finita, tales que la sucesion (fnla,),cy converge a f en
L% (u). Si la medida es finita, se puede tomar A, = R™ x Q para cualquier n € N.

Demostraciéon

Si f € L3 (), existe una sucesion (s,,), . de funciones simples P-medibles, nulas fuera de

un conjunto de medida finita, tal que:

neN

Uy o0 foh o [ f — Snl* dpp =0

Para cada n € N, sea B, € P un conjunto de medida finita fuera del cual s, es nula y
A,, = U}_, Bg. Obviamente, si u es finita podemos tomar B,, = R* x {2 para cualquier n € N.

Sea A = U2, A,.

Dada & > 0, existe N € N tal que [p, o|f— sn|* dpn < € para cualquier n > N. Asi que,
para n > N, se tiene:

S lfPdp = [, 1f = sl di < Jor oI f = suldp < e

Por lo tanto, fI4. = 0 casi en todas partes.

Ademss, | f14, — f14> < 4|f]? para cualquier n € N y la sucesion (fI4, — J14),cn converge
puntualmente a 0. Asi que:

M0y 00 fas g | f = fLa | dp
=i [ |f = FLa, [P dp+ 1o [

— h,mnwoo fRJrXQ |f]A - f‘[An

Es decir, la sucesion (f1a, — f), .y converge a 0 en L3 (p).

f— fLa, [ dy

Qd,UJ‘f‘h,mneoo fAc |f|pd:u =0

Para cada n € N, sea f, una funcién en & tal que [, [f, — snl? dp < i

Dada ¢ > 0, sea N € N tal que % <3V fR+XQ |f — sn\2du < § para cualquier n > N.

Por la desigualdad del tridngulo, se tiene entonces, para cualquier n > N:

1
(Joswa Ml = FLa P dpt)*

< (fR+xQ | fala, = snla, |’ dﬂ) T+ (fwxg |Snla, — ffAn|2du> ’

= (o, 1= sl i)+ (o= FP ) < ()4 (9)F < @
Asi que:

fR“'xQ |fn[An - fIAn‘Qd,U <¢€



Por lo tanto, la sucesion (fnla, — f1a,),cy converge a 0 en L3, (y).

Se sigue entonces que la sucesion (f,14, ),y converge a f en L3 (1)

9. INTEGRALES ESTOCASTICAS DE PROCESOS ELEMENTALES

Si Z es una funcién elemental, entonces, para cada w € €, la funcién s — Z (s,w) de R™ en
R es escalonada. En efecto, Z admite la siguiente representacién:

Z = a/O-[{O}XGO + ZZ:1 akl(tk,htk]XGk + a/n+1](tn,tn+1)XGn+1

donde ag, ai, ..., a,,1 son nimeros reales, to,t1,...,t, € RT, 0 =tg < t; <ty < t, <
tny1 = 00, Gy € Fo vy, paracada k € {1,2,...,n+ 1}, G, € Fy,_,.

Asi que, si s € R™:
Z (87 w) = aOIGo (W) I{U} (S) + ZZ:l akIGk (w) I(tkfl’tk] (S) + a’TL+1IGn+1 (w) [(tn,tnﬂ) (5)

Por lo tanto, si f : R" — R es una funcién continua, la funcién s — Z (s,w) es Riemann-
Stieljes integrable con respecto a f sobre cualquier intervalo cerrado y acotado de R*.

Definicién 8. Para cada funcion elemental Z, t € RT y w € Q, definamos:
I3 Z, (w) dM; (w) = (RS) [ Z (w) dW, (w)

donde (RS) indica que se trata de una integral de Riemann-Stieltjes.
Para cada t € R", denotaremos por fot ZdWy a la funcion w — fot Zs (w) dWy (w)

Teorema 7. Sea E € R, Z = Ig y, parat € Rt, N, = fg Z,dW,, entonces:

(Nt);cp+ €8 una martingala continua y nula en t = 0.

El proceso <Nt2 [ ngu> . € una martingala continua y nula en t = 0.
teR

Demostracion

Si E={0} x F, con F € Sy, entonces, para cualquier t € R, N, =0y N? — fg Z%du = 0,
asi que el resultado es trivial.

Supongamos ahora que E = (a,b| x F, con a,b € R tales quea<by F €S,
Se tiene, para cualquier t € RT:

0 sit<a
Ne=<{ Wy =Wy)lp sia<t<b
(Wy — W)y sit>b
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0 sit<a
N2 — 3 Z2du= < (W, =W, p—(t—a)lp sia<t<b
(Wb — Wa)2]F - (b — CL)IF sit 2 b
Obviamente, N; y NZ — f(f Z%ds son Sy-medibles, de esperanza finita y nulas si t = 0.

Definamos, para t € R, Y, = N? — fot Z2du.

Para s < t, se tiene:

0 sit<a

Wy —W)Ip sis<a<t<b
Ny—Ny=(¢ Wy =W)lp sia<s<t<b

(W =Wo)lp sia<s<b<t

0 sia<b<s<t

Asi que E [Ny — Ny | 4] = 0, ya que (W;);er+ es martingala.

o

sit<a

Wy — Wo)r — (t —a)lp sis<a<t<b
Wy =W )2lp — (W =W )2Ip—(t—8)Ip sia<s<t<b
Wb—Wa)2IF—(WS—Wa)QIF—(b—S>[F sia<s<b<t

Y-V, =

A~ N

0 sia<b<s<t
Por lo tanto:
EY; =Y, | S
(0 sit<a
E[(Wy —W,)2Ir — (t —a)lr | S sis<a<t<b

= E[(Wt—Wa)ZIF—(WS—WQ)2]F—<t—8)]F | %5] sia<s<t<b
E[(Wy =W Ip — (W, —Wo) I —(b—98)Ip | sia<s<b<t

\0 sia<b<s<t
(0 sit<a
E[(W2-=WH1Ir—(t—a)lr| S sis<a<t<b

= E[W2-=WHIp— (W2 -WHIp—(t—5)Ip|S,] sia<s<t<b
E[(W2—=WAHIp— (W2 —=WHIp—(b—98)Ip |y sia<s<b<t
0 sia<b<s<t

(0 sit<a
E(W?2—=t)Ip— (W2 —a)lr|S] sis<a<t<b
=S E{W2—t)Ip—(W2—35)Ip|S,] sia<s<t<b
E[(W2—=bIp— (W2—-98)Ip|S] sia<s<b<t
0 sia<b<s<t

\

Asi que E[Y; — Y, | ] =0, ya que (W2 — )i+ es martingala.
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Proposicién 9. Sean F,G € R ajenos, U = I yV = Ig entonces:

El proceso <<f(f USdWs> (fot Vdes)> es una martingala continua y nula en t = 0.

teR+

Demostracion

Si E (o G) es de la forma {0} x F, con F € Sy, f(f UsdW, = 0 para cualquier ¢t € Rt (o
f(f VsdW, = 0 para cualquier ¢t € RT), asi que el resultado es trivial.

Supongamos ahora que:
E = (ay,b1] x Fy, con aq,b; € R tales que a; < by y F1 € Sy,
G = (ag, by| x Fy, con ay, by € R tales que ay < by y Fy € Sy,

Se tiene entonces:

0 sit S aq
[ UAW, =8 (W, = Wo )l siay <t<b
(Wbl — Wal)IFl sit> b1

0 SitSag
t— Wa2)1F2 Siag <t < b2

[y VidW, =S (W,
(Wb2 — Wa2)IF2 sit > bg

Como F NG = (), entonces, o bien (ay,b1| y (as,bs| son ajenos, o bien F; y F, son ajenos.
En el segundo caso Y; es 0 para cualquier ¢ € R™, asf que se tiene el resultado.

Supongamos ahora que (aq,b1] y (a2, bz| son ajenos; digamos a; < by < as < by. Se tiene
entonces:

0 sit S Qo
( I UdeS> ( IS VdeS> — (W, — W VI (Wi — W), sias <t < b
(Wbl — VVQI)IF1 (Wb2 — Wa2>IF2 sit > bg

= (W, — Wa)Ip, [y VedW,

Asi que, por la proposicién anterior, << f[f USdWs> ( fot Vde8>) , esuna martingala con-
teR
tinua y nula en t = 0.

Corolario 4. Si Z es una funcién elemental y, parat € RT, N, = fot ZdWy, entonces:

(Nt);cp+ €8 una martingala continua y nula en t = 0.

El proceso (Nt2 — [ Zfds) . €s una martingala continua y nula en t = 0.
teR
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Demostracion

Sea Z = Y ., biIp, una funcién elemental, donde los conjuntos Ej pertenecen a R y son
ajenos por parejas (los coeficientes by no necesariamente son distintos). Entonces:

7Z* = EZL:l bzlEk

Ny = 3200 b [y I, (5) AW,

2
Nt2 = Z?:l bi (f(f IEk (S) dWs) +2 Z{j,ke{l,z,...,m}:j<k} bjbk (fot IE]' (5) dW) (f(f [Ek (3) dWs)

Jo Z2ds = 3L, B Jy T (s) ds
2
N7 — [y Z2ds = 330, 0} [ Jy T, (s)ds)” = [y s, (5) ds]

(
25 ket ey Bib ( s, (s) ds) ( i1, (s) ds>

10. EXTENSION DE LA INTEGRAL ESTOCASTICA A LOS PROCESOS EN L%

Teorema 8. Si (Z;),.p+ €s un proceso previsible en L3, (j1)), existe una tnica martingala
continua nula en cero, (N;),cp+, tal que:

i) Si (Z (”))HGN es una sucesion de procesos elementales que converge a Z en L% (i), en-

tonces, para cualquier t € RY, la sucesion tZs(")dMs converge a N, en L? (Q,S, P).
0 neN v

ii) E[N}] = F [f(f Z2d (M, M>S} para cualquier t € RT.

11. ECUACIONES INTEGRALES ESTOCASTICAS

Una ecuacion integral estocdstica es una relacién de la forma:
Xy = Xo+ [3 p( X, t)dt + [J o( Xy, t)dW;

donde (X, es un proceso estocdstico o son dos funciones reales definidas en R?
t>0 ) y
(W1),50 €s un proceso de Wiener. Ecuaciones de este tipo se presentan en una diversidad de

situaciones. La idea general es que si un sistema dindmico es modelado por una ecuacion

diferencial ordinaria %X = u(t, X) y dicho sistema es perturbado por la presencia de un

dt
ruido.?leatorio, entonces la modelacién estaria dada por una ecuacién de la forma % =

wu(t, X)+o(t,X)&(t), en donde £ representa la perturbacion aleatoria. El ruido £ se modela
usualmente como la "derivada"de un proceso de Wiener, de manera que la tltima ecuacién

se escribirfa en la forma:
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dXt = /L(Xt, t)dt + O'(Xt, t)th
w es llamada el arrastre (drift) y o la volatilidad.

Se sabe que con probabilidad 1, las funciones t — WW; no son diferenciables, asi que la
ecuacion anterior es en realidad una ecuacién integral:

X=Xy + fot,u(Xs, s)ds + f(f (X, s)dWy

También sabemos que, con probabilidad 1, las funciones ¢ — W, no son de variacién acotada
en ningun intervalo finito. No es posible entonces definir la integral estocdstica fg o(Xs,s)dWy
como una integral de Stieltjes.

Sea (Z;)1>0 un proceso adaptado y continuo tal que £ [ fot Zfds} < 00, la integral estocdstica

M, = fot ZdWy esté entonces bien definida y tiene las siguientes propiedades:

. M() - O

. (My)>0 es un proceso continuo.

. (M})¢>0 es una martingala.

. M?— fot Z%ds es una martingala.

s ZdW, = lm(P) Y Z,, (Wi, — Wi, )
 Jo(aZy + bY)dW, = a [} Z,dW, + b [ Y.dW

S O = W N

El proceso f(f Z%ds es llamado el compensador de la martingala M, y se le denota por
(M, M),. Obsérvese que se trata de un proceso adaptado y no decreciente.

Proposicion 10. El proceso A; = fot Z2ds es el unico proceso adaptado, no decreciente, nulo
en cero y continuo tal que M? — A; es una martingala.

Sea (Z;)i>0 un proceso adaptado y continuo y M; = fot ZsdWs. Si (Yy)i>0 es otro proceso
adaptado y continuo, se define:

i YodM, = [V, ZdW,
El proceso N; = fot Y,dM; estd entonces bien definido y tiene las siguientes propiedades:

NO — 0

(N¢)t>0 €s un proceso continuo.

(N¢)i>0 es una martingala local.

Existe un dnico proceso (A;);>o0 adaptado, no decreciente, nulo en cero y continuo
tal que M? — A; es una martingala local.

Jo YodM, =1m(P) SV, (My, — My, )

. [ (X, +bY)dM, = a [} X.dM, +b [3 YidM,

7. Si (Z,)i=0 es otro proceso adaptado y continuo y M, = fot Z.dW,, entonces:

Jo Yed(M,+ M) = [§YedM, + [y YidM,

e

> o
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El siguiente resultado es clave para poder calcular integrales estocdsticas.

Teorema 9. Sea (Z;)i>0 un proceso adaptado y continuo y sea My = fot ZdW , entonces:

lim (P) Y0, (M, — My, )" = M2 —2 [} M,dM,

1 P[|—0
en donde P ={0 =1ty <ty <---<t, =1t} es una particion del intervalo [0,1t].
Demostracién

n 2 n
Zkz:l (Mtk - Mtkfl) = Zk:l <Mt2k + Mti,l - 2Mtk71Mtk>

= S (M2 - M 202 20, M)

= ZZ:l [‘]\4152;C - MtQk,l - 2Mtk—1 (Mtt - Mtkfl)]
= Mt2 —2 ZZzl Mtk—l (Mtt - Mtk—1)
Por lo tanto,

, n 2 , n
lim (P) Zk:l (Mtk - Mtkfl) = Mt2 —2 lim (P) Zk:l Mtkfl (Mtt - Mtkfl)

1P]—0 [P[l—0

= M2 —2 [} MM,

Corolario 5. El proceso (M, M), = M} — 2 fot MdM, es adaptado, no decreciente, nulo en
cero Yy continuo.

Corolario 6. [, MM, = 1M? — 1 (M, M),

Corolario 7. lim (P)Y}_; (M, — Mtk—1)2 = (M, M),

Pll—0

donde P={0=1ty <t; <--- <t, =t} es una particion del intervalo [0, 1].

Al limite ll}ljiﬁnO(P) Sopey (Mg, — ]\thil)2 se le llama la variacién cuadratica de (1M;).

12. FORMULA DE INTEGRACION POR PARTES

Sea (Z;):>o un proceso adaptado y continuo, y M; = fg ZdWs.

La férmula f[f M,dM, = $ M2 — 1 (M, M), puede escribirse de la siguiente manera:
M2 =2 [} MM, + (M, M),

Sea (Y;):>0 otro proceso adaptado y continuo y sea Ny = fot Y.dW, entonces:
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M+ N, = [[(Z, +Y,)dW,
Asi que:
(M+N,M+N), = [(Z,+Y:)2ds = [, Z2ds +2 [} Z,Y.ds + [} Y2ds
= (M, M), + (N,N), +2 [ Z,Y.ds
Ademas:
M? + 2MN; + N2 = (M; + Ny)?
=2 [0(M, + Ny)d(M, + N) + (M + N, M + N),
=2 [0 MydM, +2 [} MydN, +2 [} NJdM, +2 [ NJdN, + (M + N, M + N),
= M2 — (M, M), + N} — (N, N), + 2 [ MydN, +2 [y NydM, + (M + N, M + N),
= M2+ N2 +2 [} MdN, +2 [} NJdM, +2 [3 Z,Y.ds
Asi que:

M;Ny = [ MydN, + [y NodM, + [ Z,Y.ds

En particular, se tiene que M,N, — fot Z:Y,ds es una martingala (local).

Definamos:
<M7 N>t = f(f ZsYsds

Obsérvese que asf definido, el proceso B; = (M, N), es el tinico proceso adaptado, de variacién
acotada, nulo en cero y continuo tal que M;N; — B; es una martingala (local).

De esta manera, se puede escribir la férmula de integracién por partes para martin-
galas (locales):

M,N; = [ MydN, + [; NJdM, + (M, N),

13. SEMIMARTINGALAS

Sea (Z;)i>o un proceso adaptado y continuo y M; = fot ZsdWs. Sea, ademds, (A;)i>o un
proceso adaptado, de variacién acotada, nulo en cero y continuo. Entonces, con probabilidad
1, las integrales fot M d A, existen. Por lo tanto, por la férmula de integracién por partes para
las integrales de Riemann-Stieltjes, se tiene que, con probabilidad 1, las integrales fot AgdM,
existen como integrales de Riemann-Stieltjes y se tiene:

[y AdM, = AM, — [o MdA,
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Las integrales fot A,dM, también estdn bien definidas como integrales de Ito.

Teorema 10. La integral fot A dM, definida como integral de Riemann-Stieltjes coincide
con su definicion como integral de Ito.

Demostraciéon
Ambas integrales se obtienen como el limite lim(P) > A, (M, — My, ).

Sea (X;):>o un proceso de la forma X; = A; + M;, en donde (A;)¢>0 un proceso adaptado, de

variacién acotada, nulo en cero y continuo y M, = fot ZsdWs, en donde (Z;)i>0 es un proceso
adaptado y continuo. Un proceso de este tipo es llamado una semimartingala.

Si (Z;)1>0 es un proceso adaptado y continuo, se define:

t t ¢

JEzdx, = [! Z.dA, + [} Z.dM,
Se tiene entonces:
= A2+ MZ +2AM, = 2 [} AdA, + 2 [} MydM, + (M, M), +2 [ AdM, + 2 [ M,dA,
=2 [0(Ay + M,)dA, + 2 [} (A, + M)dM, + (M, M),
=2 [0 XydA, +2 [{ XdM, + (M, M), =2 [ X,dX, + (M, M),
De manera que si definimos (X, X), = (M, M),, se tiene:
X2 =2 [ XdX, + (X, X),

Ahora, si Yy = B, + Ny, en donde (B;)i>0 un proceso adaptado, de variacién acotada, nulo

en cero y continuo y Ny = fo Z AW, donde (Z )t>0 es un proceso adaptado y continuo, se
tiene:

Xi+Y, = (A + B)+ (M, + N,)

Asi que:

(X+Y,X+Y),=(M+N,M+ N), = (M, M), + (N,N), + 2 (M, N),

= (X, X), +(V,Y), +2(M,N),

Ademas:

XP42X,Y, + Y2 = (X, + )2 =2 [[(X, + Y)d(X, + V) + (X + Y, X + V),
=2 [T X, dX, +2 [} X,dY, +2 [) YodX, +2 [ VidY, + (X + Y, X +Y),

= X7 — (X, X), + Y2 = (YY), +2 [y XodY, +2 [, YodX, + (X, X), + (Y, V), + 2 (M, N),
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= XP+Y2+2 [ X dY, +2 [} YidX, +2 (M, N),
= X2+ Y242 [ X, dY, +2 [} YidX, +2 (M, N),
Asi que:
XY, = [y X,dYs + [, YodX, + (M, N),

De manera que si definimos (X,Y), = (M, N),, se tiene la férmula de integracién por
partes para semimartingalas:

XY= [ XodYs + [} VidX, + (X, V),

En resumen, tenemos los siguientes:dos resultados, los cuales son fundamentales para trabajar
con las integrales estocdsticas.

Proposicién 11. Sea (Z;)i>o un proceso adaptado y continu, y definamos M; = fot ZdWs.
Entonces:

1. Ezxiste un unico proceso ((M,M),),., no decreciente, nulo en cero y continuo tal que

>0
M2 — (M, M), es una martingala local.

2. (M, M), = [} Z%ds

3. [ MydM, = IM? — L (M, M),

Proposicién 12. Sean (Z;)i>0 y (Yi)i>0 dos procesos adaptados y continuos. Definamos
M, = fot ZsdWs y Ny = fot Y;dWs. Entonces:

1. Eziste un tinico proceso ((M, N),),, de variacion acotada sobre cualquier intervalo finito,,

nulo en cero y continuo tal que M;N, — (M, N), es una martingala local.
2. (M,N), = [} Z,Y.ds

3. MyN, = [} MydN, + [} N;dM, + (M, N),

Proposicién 13. Sea (X;);>0 un proceso de la forma Xy = Ay + M, donde (A;)i>0 un
proceso adaptado, de variacion acotada, nulo en cero y continuo y My = fot ZdWs, donde
(Z1)i>0 es un proceso adaptado y continuo. Definamos fot ZdXs = fot ZdAs + fot ZdMg y

(X, X), = (M, M),. Entonces:
Jo XX = 3XF = 5 (X, ),

Proposicién 14. Sean X; = Ay + M; y Ys = By + Ny, donde (Ap)i>0 ¥ (Bi)i>o son dos
proceso adaptados, de variacion acotada, nulos en cero y continuos, M, = fot Z dWs y

Ny = fot Z.dW,, donde (Z)>0 y (Z;)i>0 son dos procesos adaptado y continuos. Definamos
(X,Y), = (M, N),. Entonces:

XY= [ XodYs + [} VidX, + (X,Y),
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Corolario 8. Sea X; = A; + M, donde (At)i>0 es un proceso adaptado, de variacion aco-

tada, nulo en cero y continuo, y M, = fot ZdWs, donde (Z;)i>0 es un proceso adaptado y
continuo. Entonces:

(X, X%), =2 [; Xd (X, X),

Demostracion

Se tiene:

Jo XedX, = 5X7 = § (X, X),

Asi que:

XP =2 [ XodX (X, X), =2 [} XodAA2 [} XdM, =2 [ X, dAAH(X, X)+2 [} X Z,dW,
Ademas:

X, = A+ [} Z,dW,

Definamos: N; = f(f 2X,Z,dW,. Entonces:

(X, X?), = (M,N), =2 [ Z,X,Zds = 2 [, X,Z2ds
Pero:

(X, X), = (M, M), = [ Z2ds

Por lo tanto:

(X, X?), =2 [ X, Z%ds = 2 [j X,d (X, X),

14. FoOrMuULA DE ITO

Sea X = A; + M,, donde (A;);>0 es un proceso adaptado, de variacién acotada, nulo en cero
y continuo, y M; = f(f ZsdWy, donde (Z;);>0 es un proceso adaptado y continuo.

Vamos a expresar las potencias de X; por dos razones muy importantes: 1. Al expresar esas
potencias se mostrard de paso que los procesos (X}'),., son semimartingalas. 2. Una vez
que se tienen expresadas las potencioas de X; se puede pasar inmediatamente a expresar un
polinomio formado por una combinacién lineal de potencias de X;; el siguiente paso consistird
en la representacién de una funcién F (X;), donde F' es una funcién de clase C?; es decir,
una funcién con segunda derivada continua. Obtendremos de esta forma la férmula de Ito,
la cual es la herramienta bésica para el manejo de las integrales estocéasticas.

Ya tenemos X, y X?2:

X, = [ dX,



XP =2 [y X,dX, + (X, X),

Para expresar X como semimartingala, vamos a utilizar la férmula de integracién por partes
y el corolario 8.

X3XP = X2X, = [I X, dX2 + [0 X2dX, + (X, X?), = 2 [) X2dX, + [} X,d(X,X), +
Jy X2dX,+2 [ Xod (X, X),

=3 [0 X2dX, +3 [} X,d (X, X),

Para expresar X! como semimartingala, vamos a utilizar la férmula de integracién por partes
y la expresién que tenemos para X}.

X = X3X, = [I X,dX3+ [ X3dX,+(X, X3), = 3 [ X3dX,+3 [ X2d (X, X) + [1 X3dX,+
(X, X?),

Para terminar, necesitamos encontrar (X, X?),. Para esto, definamos N; = 3 fot X2dM, =
3f0t X27Z.dW,. Entonces:

(X, X3), = (M,N), =3 [ Z,X?Z,ds = 3 [} X2Z2ds

Pero:

(X, X), = (M, M), = [} Z%ds

Por lo tanto:

(X, X%), =3 [y X2Z2ds = 3 [; X2d (X, X),

Asi que:

Xt =3[0 X3dX,+3 [} X2d (X, X), + [5 X3dX, + (X, X?),

=3 [0 X3dX, +3 [} X2d (X, X), + [ X3dX, +3 [} X?d (X, X),

=4 [y X3dX, +6 [} X2d (X, X),

Para tener una férmula recursiva, escribamos los resultados de la siguiente forma:
X, = [y dX,

X} = [y 2X,dX, + 12 (X, X),

X} = [y 3X2AX, + 5 [y (3) (2) Xod (X, X),

X = Jy AXEAX + 5 [ (4) (3) X3d (X, X),

De esta forma vemos que la férmula recursiva podria ser la siguiente:

Definiendo F'(z) = 2", tenemos:
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F(X,) = [y F'(X) dXs+ 3 3 F"(X,) d (X, X),

Teorema 11. X} = n [} X" 'dX, + in(n — 1) [J X?2d (X, X),
Demostracién

Para n =1 la igualdad es evidente.

Supogamos que es valida para n = k; es decir:

XF =k [} XFX, + k(- 1) [ XF2d (X, X),

Entonces:

X = XFX, = [[ XodXE + [ XEdX, + (X, XP),

=k [y X XE X, + Sk(k — 1) [y X, XE2d (X, X), + [, XFdX, + (X, X*),
= 3k(k—1) [y XF1d(X, X), + (X, X*), + (k + 1) f, XFdX,

Se tiene:

Xy = A+ M,

Definamos N; = fot kX*1Z.dW,. Entonces:

(X, X®), = (M,N), =k [y ZX "' Z,ds = k [, XE-1Z2ds

Pero:

(X, X), = (M, M), = [ Z2ds

Por lo tanto:

(X, X5), = e JL XA 2205 = K [ XENXX),

Asi que:

XP = 3k(k—1) [y XF1d (X, X), + (X, X*), + (K + 1) [, XFdX,

= 3h(k = 1) Jy X (X, X), + kb fg XEN(X X, + (b + 1) fy XEdX,
= (k+1) [ XEdX, + 1k(k+ 1) [} XF1d (X, X),

Gracias a la linealidad de la integral, se obtiene, para un polinomio p :
p(Xy) = p(Xo) + [1 9/ (Xo)dX, + L [T p"(X,)d (X, X),

Mediante un proceso de limite, esta férmula se extiende a todas las funciones F' : R — R de
clase C*:

F(X,) = F(Xo) + [y F/(X,)dX, + L [[ F"(X,)d (X, X),
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Este resultado es conocido como la férmula de Ito.

Se puede extender la férmula de Ito al caso multidimensional. Para el caso de dos semi-
martingalas, (X;) y (Y;) y una funcién F : R? — R de clase C?, la férmula es como sigue:

F(Xta}/;f) = F(XOa}/EJ +f0 X57Y dX +f0 XsaYs)dY

+3 Jo Fra(Xo, YOd (X, X), 4§ fy Fy(Xo, YO (VY )+ [g Fay (X, Yo)d (X, Y),
La férmula de Ito unidimensional puede escribirse en la forma siguiente:

[y FI(X,)dX, = F(X,) — F(Xo) — & [J F"(X,)d (X, X),

En particular:

[ F'(W)dW, = F(W,) — F(Wy) — 1 [ F"(W,)ds

También, como caso particular, se tiene:

F(t,W,) = F(0,Wo) + [y Eu(s, W,)ds + [} Fy(s, Wo)dW, + L [3 F,, (s, W,)ds
Asi que:

[y Fy(s, Wo)dW, = F(t, W) — F(0,Wo) — [o Fi(s, Wy)ds — 3 [ Fyy(s, Wy)ds

Observemos que la funciones t — F” (Wt) t— F, (t Wt) y t — F,,(t,W,;) son continuas, asf
que las integrales fo F"(Wy)ds, fo (s, Wy)ds y fo wy (s, Wy)ds son integrales de Lebesgue.

15. CALCULO DE INTEGRALES ESTOCASTICAS

Las férmulas anteriores nos permite realizar el cédlculo de algunas integrales estocdsticas,
expresandolas en términos de integrales de Lebesgue. En particular, la férmula del caso
unidimensional nos permite calcular integrales estocdsticas a partir del cdlculo de la integral
no estocdstica indefinida correspondiente ya que si g es una funcién de clase C? y denotamos
por [ a su derivada, entonces se tiene [ f(z)dz = g (z); aplicando entonces la férmula de
Ito, se obtiene:

fo W) dW, = g(Wi) — g(Wo) — 5 fg f'(Wy)ds

El procedimiento se puede mecanizar: si queremos obtener la integral estocéstica fot f(Wy)dWws,
evaluamos la integral indefinida [ f () dz y, con la derivada de f, obtenemos inmediatamente
la integral estocdstica en términos de una integral de Lebesgue.

Ejemplos

1. Como [ a"dx = 'y la derivada de f (z) = 2™ es f’ (z) = na""!, entonces:

Jo Wrdw, = wptt — 2 [fwrtlds
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2. Como [ e*dz = e” y la derivada de f (x) = e® es f' (x) = e, entonces:
JyeVedi, = et —1 -1 [T eWeds

3. Como [ a"e®dr = e 3 p_o(—1)" " mak y la derivada de f(z) = 2"e” es f'(z) = z"e® +

na" 'e®, entonces:

[TWreWedw, = e™e Sp_ (= 1) P Wk 4 (<) = L (WrePs 4 rtes) ds

4. Como [ coszdr =senz y la derivada de f (z) = cosz es f' (x) = —sen z, entonces:

fot cos WydWs = senW, + %fot senWds

5. Como [ sen zcoszdr = Lsen’z y la derivada de f(z) = sen zcosz = isen(2z) es
1" (x) = cos (2z), entonces:

[y senW, cos WydW, = Lsen?W, — L [ cos (2W,) ds

6. Como [ zsenx dx = senz—x cosx y laderivada de f (z) = xsenz es f' (x) = senz+x cosx,
entonces:

fot WsenW,dWy = senW, — Wycos W, — % fg (senWy + Wy cos W) ds

7. Como [e"senzdx = 1e”(senz —cosz) y la derivada de f(z) = e"senz es f'(z) =
e” (senx + cos x), entonces:

fot s senWodW, = %eWt (senW; — cosWy) + £ — 1 fot eWs (senW, + cos W) ds

2 2

8. Como [ 2% (1 —z)"dr = —=3 (1 — )" 2 (1—2)" = L (1 - 2)" y la derivada
de f(z)=a22(1—2)" es f'(x ) 2¢ (1 —x)" —na® (1 —2)""", entonces:

JIW2(A = W) dW, = —L (1= W)™ + 21 (1 — W) - L(1- W)

1
n+3 n+2
o 20

1 1 1
—i5 2 e ok

(1—Wy)" —nW2(1—W,)" '] ds

Cuando el proceso a integrar depende tanto de t como de W;, conviene utilizar la férmula
de Ito bidimensional.

9. Tomando F'(x,y) = x"e?, se obtiene:
treVt = F (t, W) = nfot s leWsds + fot steWsdW, + 1 fo s"eWsd

Asi que:
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fo steVsdW, = tret —nf s eWsds — fo s"eWsds

10. Tomando F (z,y) = €™V, se obtiene:

eWe = F(t,W,) = 1+ [ WoeWeds + [ seWsdW, + 1 [ s?eWeds
Asi que:

[7seWedW, = et — 1 — [T WoeWeds — L [ s2e5Weds

16. SOLUCION DE ECUACIONES INTEGRALES ESTOCASTICAS

La férmula de Ito permite resolver ecuaciones diferenciales estocdsticas del tipo:

dXt = CL(Xt, t)dt + b(Xt, t)th
Ejemplos

1. Queremos resolver:

dX; = X dW, Xo=1

Es decir:

Xo=1+ [y X,dW,

Sea F'(x) = Inx, entonces:

V=X, =F(X;) = F(Xy) +f0 F'(Xs)dXs + 5 fo F'"(X,)d (X, X),
= In(Xo) + fy X5 — 5 Jy 52 (X, X),

Se tiene:

dX, = X;dWs

(X, X), = [o X2ds

Asi que:

Y= [y = XedW, = 3 o 2 X2ds = [ dW, —§ [)ds = W, — 3t

Por lo tanto:
Xt = exXp {Wt - %t}
Verificacion:

Definamos G (z) = exp {z}y U, = W, — it.
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Se tiene:

(U, U), =

Asi que, aplicando la férmula de Ito:

X; = exp {Wt — %t} =GUy) = G(Uy) + fo G'(Uy)dUs + = fo G"(U,)d (U,U),

— L I X AW, — L [ Xds + L [ Xyds = 1+ [ X, dW,

2. Haciendo el cambio de variable Y; = In X, se pueden resolver los siguientes problemas con
valores iniciales:

a) dXt = tXtth XO =1

b) dXt - Xtdt + tXtth XO - 1

C) dXt = tXtdt + Xtth X(] =1

d) dXt — 2t2Xtdt + 2tXtth X() — 1
Solucién

Sea F'(x) = Inx, entonces:
Y, =InX, = F(X,) = F(Xo) + [} F/(X.)dX,+ % [! F"(X,)d (X, X),

= In(Xo) + fy £dX, — § [} s2d (X, X),

20X2

a) Queremos resolver la ecuacién integral:

Xy =1+ [) sX,dW,

Se tiene:

(X,X), = [} s2X2ds

Asi que:

Y, = JXLSSXSCZWS — %fg Xigsszzds = f(f sdWy — % fot s?ds = fot sdWy — =

Por lo tanto:
X, = exp {f; sdW, — %t?’}
Verificacion:

Definamos G () = exp {z}y U, = [ sdW, —



Se tiene:
(U, U), = fg s?ds = 3t?
Asi que, aplicando la férmula de Ito:

X, = exp {fot sdW, — %t3} = G(U,) = G(Uo) + [ G'(U)dU, + L [ G"(U)d (U,U),

=1+ [y sXodW, — 3 [38*Xds + L [T 82 X,ds = 1+ [) sX,dW,
Por la férmula de integracién por partes, se tiene:

[y sdW, = tW, — [ Wds

Asi que:

X; =exp {tVVt — %t?’ — fot Wsds}

Otro método:

Definamos G (z,y) = exp {y — %x?’}, U=tyV,= fot sdW,.

Se tiene:

(U,U),=0

(V,V), = [, s%ds

(U,V), =0

Gy (,y) = —32%exp {y — g2’}

Gy (z,y) =exp{y — %x:)’}

Gyy (z,y) = exp {y — t2%}

Aplicando la férmula de Ito, se tiene:

X; = exp {fot sdW, — %t?’} =G (U, V)

= G(Us, Vo) + [y Go(U,, Va)dU, + [ G, (Us, V)dV,

3 Jy GaalUs Vo)A (U UY, + 5 fy Gy (Us, VAV, V) o+ fy Gy (U, Vi) AT, V),

— 1+ [l 12X ds + [} s X dW, + L [12Xods = 1+ [} sX,dW,

2

b) Queremos resolver la ecuacién integral:

X =1+ [y Xods + [} sX,dW,
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Se tiene:

(X, X), = [} s2X2ds

Asi que:

Vo= Jo g Xeds + fy o5 XedW, = 3 [y 5°Xids =t + [ saW, — 5t°
=t — M3 tW, — [y Wads

Por lo tanto:

X; =exp {t - %t3 +tW, — fg Wsds}
) X, = exp (W, + 22— 1)
d) X; = exp {fot 2deS} = exp {ZtVVt —2 f(f Wsds}

3. dX; = sec X, [%(1 + sec X tan X;)dt + th]

Solucién

Consideremos el cambio de variable Y; = senXj;.

X, =X+ fg % sec Xs(1 + sec X, tan X;)ds + fot sec X, dW,

senX; = senXy + fot cos X,dX, — %fot senXd (X, X),

= senXo—l—fOt 3 cos X sec X (1+sec X, tan Xs)ds—i—fot cos X, sec X, dW,—3 fot sen X, sec? X ds
= senXo + [y 3(1 +sec X, tan X,)ds + [, dW, — L [T sec X, tan X,ds

= senXy + %t + W

Asi que:

X; = arcsen (senXO + %t + Wt)
17. VERIFICACION DE SOLUCIONES DE ECUACIONES DIFERENCIALES ESTOCASTICAS

Ejemplos

1. Verifiquemos que:

X, = eBWi—3 5% (Xo + fot Oée_(ﬁm_%ﬁ?s)cls)



es solucién de la ecuacion:

dX; = adt + X dW,

donde o y 3 son constantes.
Definamos:

F(z,y) = zeY

Uy = Xo+ [} ae™(PWem35%) g

Zy = W, — 1%t

Se tiene:

(2,2), = B

Aplicando la férmula de Ito, se tiene:
X, =F Uy, Z) = Xo+at + [y BXdW, — 162 [ Xods + 152 [ X,ds

= Xo+at+ [} BX W,

2. Verifiquemos que:

Sy = Soe(“_%"2)t+"wt

es solucién de la ecuacion:

dSt = /.LStdt + UStth

En efecto, por la férmula de Ito, con F(z) = e”, se tiene
F((u—3o®)t+oW,) =1+ [(n—Lo¥)F ((u — 302)s + oW,) ds
+ JooF ((n—Lo¥)s + oW,) dW, + L [T 62F ((u — 102)s + oW,) ds
=1+ fot pF ((n—30?)s +oW,) ds + fot oF ((n— 30%)s + oW,) dW,
Por lo tanto,
Sy = SoF (1 — 30?)t + oWy)
= So+u f(f SoF ((n— 1o%)s + oW,) ds+o fot SoF (1 — 30?)s + W) dW,
= So+ u fy Syds + o [} SdW,

3. Verifiquemos que

X = Xoexp {fg(as — 18%)ds + f(f ﬂdes}
es solucién de la ecuacion:

dXt = OétXtdt + BtXtth
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donde (t);cp+ ¥ (B1)yer+ SOn procesos estocdsticos continuos e independientes de (X¢),-
Solucién

Definamos F (x,y) = eV, U, = Xo y Zy = [y (o — 182)ds + [y B,dW..

Se tiene:

(2,2), = Jy Bds

Aplicando la férmula de Ito, se tiene:

X, =F Uy, %) = Xo+ [y Xo(os — 162 ds + [ X,B,dW, + 1 [ X,32ds

= Xo+ [y asXods + [) B, X AW,

4. Verifiquemos que

. exp{Wt—I—%t}
— X()—1+fg exp{Ws—i-%s}ds

Xy

es solucién de la ecuacion:

dX; = (X; — X2)dt + X dW,

Solucién

Definamos F' (z,y) = %, U =X, '+ fot exp {Ws + %S} dsy Z; = Wy + %t.
Se tiene:

(Z,2), =t

Aplicando la férmula de Ito, se tiene:

X, = F (U, Zy)

= X, + fg_%exp{ws +ishds+ [) XdW, + 1[5 Xods + L [ Xds

= Xo— [y X2dW, + [ X, dW, + [} X.ds

= Xo+ [ (X, — X2)dW, + [3 Xds

Vi=exp{W,+ 3t =14 [[VidW, + 1L [[Vids + L [ Vids = 1 + [} VidW, + [, Vids
AV, = V;dW, + Vidt

En general, si V; = F(X}), entonces

F(X,) = F(Xo) + [, F/(X,)dX, + L [ F"(X,)d (X, X)

s



Asi que:
dV, = F'(X,)dX, + 1 F"(X,)d (X, X),

5. Verifiquemos que

X, = Wt (Xo + fot se’(WS*%S)dWS)

es solucién de la ecuacion:

dX; = tdt + (X; + t)dW;

Solucién

Definamos F' (z,y) = ze¥, Uy = Xo + fot se~Ws=33) g/, y Zy =Wy — %t.
Se tiene:

(Z,2), =t

(U,Z), = f(f se=(Wem39) g

Aplicando la férmula de Ito, se tiene:

Xy =F (U, Zy)

= Xo+ [y sdW, + [ X, dW, — 1 [ Xods + & [ Xods + [ sds
= Xo+ [y sdW, + [5 X, dW, + [, sds

= Xo+ [ sds + [{ XdW, + [} sdW,



